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2-SAT 解法浅析 

华中师大一附中 赵爽 

SAT 理论基础 

设 { }1 2, , , nB b b b= 为一个有限布尔变量集， { }1 2 1 2
ˆ , , , , , , ,n nB b b b b b b= ¬ ¬ ¬ 。

设 B′是 B̂ 的非空子集，定义
b B

B b
′∈

′∨ = ∨ 。对于给定的 1 2
ˆ, , , mB B B B′ ′ ′ ∈ ①，求 B ，使得 

 ( ) ( ) ( )1 2 1mB B B′ ′ ′∨ ∧ ∨ ∧ ∧ ∨ =  

成立的问题，称为适定性(Satisfiability)问题，简称 SAT。 

特别的，对于给定的{ }mB′ ，如果 { }
1,2, ,
max ii m

B k
=

′ = ，我们就把这个问题称为 k-适定性

问题，简称 k-SAT。 
可以证明，当 时，k-SAT 是 NP 完全的。下面我们要讨论的，是 时的情况。 2k > 2k =

2-SAT 

在 2-SAT 中， iB′只有两种形式，一种是单个布尔变量 ˆx B∈ ，另一种是两个布尔变量

的或： ( ˆ, )x y x y B∨ ∈ 。为了方便，我们先分析只存在后一种形式的情况。 

我们可以构造有向图G 。 包含 个顶点，代表G 2n B̂ 中的2 个元素。我们的问题转化

为从G 中选出 个顶点，使其满足 2-SAT 的条件——当然，代表 和

n

n ib ib¬ 的顶点不能同时

被选择。下面我们分析一下 iB x y′ = ∨ 在图对应什么。 

显然， ( )x y x∨ = ¬ ¬ ∧¬y 。这也就是说，如果我们选中 x¬ ，那么我们必须选择 y ；

同样的，如果我们选中 ，那么我们必须选择 。因此，对于y¬ x iB x y′ = ∨ ，我们可以在G

中增加弧 ( ),x y¬ 和 ( ),y x¬ ②。 

                                                        
① 在下文中， 简写作{ 。 1 , , nX X }nX
② 这里， , , ,x y x y¬ ¬ 都表示G 中代表它们的顶点。下同。 
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然后我们可以求G 的所有强连通分量。很明显，如果我们选中强连通分量中的任何一

点，那么该强连通分量中的所有其它的顶点也必须被选择。如果 jb 和 jb¬ 同属于一个强连

通分量，那么产生矛盾，该 2-SAT 无解。 
如果没有产生矛盾，我们就可以把处在同一个强连通分量中的点和边缩成一个点，得到

新的有向图G 。然后，我们把G 中的所有弧反向，得到图G′ ′ ′′。 
现在我们观察 。由于已经进行了缩点的操作，因此G′′ G′′中一定不存在圈，也就是说，

具有拓扑结构。 G′′
我们把G 中所有顶点置为“未着色”。按照拓扑顺序重复下面的操作： ′′

1、 选择第一个未着色的顶点 x 。把 x 染成红色。 

2、 把所有与 x 矛盾的顶点 （如果存在b by ˆ,j j B¬ ∈ ，且b 属于j x 代表的强连

通分量， jb¬ 属于 代表的强连通分量，那么y x 和 就是互相矛盾的顶点）

及其子孙全部全部染成蓝色。 

y

3、 重复操作 1 和 2，直到不存在未着色的点为止。此时，G′′中被染成红色的

点在图G 中对应的顶点集合，就对应着该 2-SAT 的一组解。 
 

那么，以上的操作中是否可能出现矛盾呢？答案是否定的。这是因为：首先，假如我们

选定了G 中的未着色顶点′′ p ，那么和 p 矛盾的所有其它顶点及其后代均会被染成蓝色。因

此，我们把一个顶点 p 染成红色时，任何一个和 p 矛盾顶点都不会也是红色。 
同时，由于我们按照拓扑顺序检查，并且把一个顶点染成蓝色的时候，立刻把它的所有

子孙也染成蓝色。也就是说，如果一个顶点 p 不可选，那么所有直接或间接满足条件“假

如选择 就必须选择q p ”的顶点也会被染成蓝色。这样一来，G′′中不存在弧 ( , )x y ，其中

x 为红色而 为蓝色。因此我们得到的结论不可能和y iB′对应的条件矛盾。 

综合这两条结论，我们就可能证明上面的操作中不会产生任何矛盾。 
下面证明G 对应的解就是该 2-SAT 的解，即： ′′

1、 我们得到的解不会同时选定 jb 和¬ jb 。 

证明：首先，对于 和 ，它们在 中一定属于不同的强连通分量（如果不满足这个条

件，事先就会被判定为无解），因此在

jb jb¬ G

G′′中被不同的顶点所代表，不妨设为 p 和 。

显然

q

p 和 是相互矛盾的顶点。由于上面的着色操作不会产生矛盾（已证），因此q p 和

不会被同时染成红色，即不可能同时选定 和q jb jb¬ 。证毕。 

2、 我们得到的解对于任意的 ˆ¬,j jb b B∈ ，会至少包含其中的一个。 

证明：注意到对于G 中任何一条弧 ( ),x y ，一定存在一条与之“对偶”的弧 ( )。这,y x¬ ¬
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是由 iB′的形式决定的。这就意味着如果 ,x y 处于G 的同一个强连通分量内，那么

,x y¬ ¬ 必然也处于同一个强连通分量内；如果 ,x y 之间有路，那么 ,y x¬ ¬ 之间也有路。 

,p假设 均未被选中，即它们所在的强连通分量,jb b¬ j q均被染成蓝色。下面分两种情

况进行讨论： 

(1) 是在同一次染色操作中被染成蓝色 ,p q

不妨假设把顶点 r 染成红色之后，将 ,p q同时染成蓝色。在G′′中， ,p q 之间不存

在路径。因为如果 ,p q之间有路，那么由G 的结构可知 之间也有路，这和G 的拓

扑结构矛盾。如果

,q p ′′

,p q之间没有路，那么一定存在 ,p q G′ ′ ′′∈ ，它们和 直接矛盾，且r

p 是 p′的后代， 是 的后代。即存在q q′ ( ) ( ) ( ) (,G x G r G x G p )′′ ′∈ ¬ ∈ ′ ′

) ( ),G y G r y G q′′ ′′ ′∈

③
，以及

。但是由G 的结构，( ) ( ) (G∈ ¬ ,x y¬ ¬ 应该处于同一个强连通

分量内，这和 ( ) ( ) ( ) ( ),G x G p G y q′′ ′ ′¬ ∈ ¬ G′′∈ 矛盾！ 

因此 ,p q不可能在同一次染色操作中被染色。 

(2) 先后被染成蓝色 ,p q
不妨假设 后被染色，并且在把 染成蓝色的时候，由于 和 矛盾，才把 q 染成

蓝色。 

q r q r

如 果 和 是 直 接 矛 盾 的 ， 即 存 在q r ( ) ( ) ( ) (,G x G r G x G q)′′ ′∈ ¬ ∈ ′ ， 又

( ) ( )jG b G q′′¬ ∈ ，由 的结构可知G ( ) ( )jG b G r′′∈ ，因此 r p= ，这和 p 被染成蓝

色矛盾。 

如果 和 是间接矛盾的，即存在q r ( ) ( ) ( ) ( ),G x G r G x G r′′ ′′∈ ¬ ∈ q′ ，且 是 的祖

先。又由G 的结构可知

r′

p 必然是 的祖先。而r p 已经被染成了蓝色，因此 r 根本不可

能被染成红色，矛盾！ 

综合(1)，(2)，命题得证。 

 
通过上面的证明，我们知道这种算法是正确的。而求有向图的强连通分量、拓扑排序的

时间复杂度都是 ( )O e ，而染色操作的复杂度是 ( )O e ，因此整个算法的时间复杂度是 。 ( )O e

                                                        
③ 这里的 表示G 中的顶点( ) ( )G x G r′′∈ x 所在的强连通分量在G′′中是顶点 r 。下同。 
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