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基于位运算的最长公共子串算法
浙江 唐文斌
[摘要]

本文来自于参考文献[1]。
本文描述了一个对于确定有限字符集的基于位运算的最长公共子串算法。该算法在普通计算机上运行效率明显高于常规的动态算法。其时间复杂度为
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。其中w表示我们在w位的整数上进行位操作。
[问题介绍]


最长公共子串（Longest-common-subsequence , LCS）问题，是求两个字符串A和B的公共子串的最大可能长度。例如，字符集S={’A’,’C’,’G’,’T’}，’GCTAT’和’CGATTA’的最大公共子串（以下简称LCS）为’GTT’，其长度为3。

在这里定义一些变量:  

A,B分别是两个给定的串。
S为A、B串所涉及的字符集。
[常规动态规划算法]

设L[i , j]等于A[1..i] , B[1..j]的LCS.



则有L[i,j] = 1 + L[i-1 , j-1]                    如果 (A[i] = B[j])


  
           Max(L[i-1 , j] , L[i , j-1])   其他


复杂度为O(|A| * |B|)

[基于位运算的动态规划算法]


根据上面的动态规划算法，状态函数L具有如下性质：


L[i-1,j-1] ≤ L[i,j-1] , L[i-1,j] ≤ L[i,j]

 

| L[i,j]-L[i-1,j-1] | ≤ 1
 
对于L的每一行，相邻的两个元素的最多只相差1。这样一来，我们就可以用一个二进制的矩阵描述出L :    (
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9    0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 1 | T   string B
9    0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 1 | T 
 8    0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 | C

 7    0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 1 1 1 | T   - Row[11]
 7    1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1 | A   - Row[10]
 7    1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 | G

 6    0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 | A

 5    0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 | A

 5    0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 | T

 4    0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 1 | T

 3    0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 1 | C

 3    1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 | G

 2    0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 | A

 1    0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 | T

     _________________________________.        matrix Mij
String A:  G T C T T A C A T C C G T T C G 


这里，我们将串A从右往左写，串B从下往上写。Row[i]中的1的个数总是和Row[i-1]中的1的个数一样多或者恰好多一个。串A和串B的LCS即为最上面一行Row[|B|]中1的个数。
字符比较串表

这里我们定义一组称为字符比较串的二进制串。分别是字符集中的每一个字符与串A的比较结果(相同为1，不同为0)。

A： G T C T T A C A T C C G T T C G

‘A’-string: 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

‘C’-string: 0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0

‘G’-string: 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1

‘T’-string: 0 1 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0
预先计算这个字符比较串表，时间复杂度为O(|S|*|A|)。对于一个确定的字符集，时间复杂度为O(|A|)。对于一个不确定的字符集，最坏情况为O(|A|*|B|)。如果字符集较小，|S|<<|B|，预处理的时间复杂度可以被忽略。
矩阵M


为了计算Row[i]，我们需要用到字符比较串表中的B[i]-string。以Row[10]到Row[11]为例，我们来研究如何计算出Row[i]。

下面是Row[10] , 以及B[10]-string(‘T’-string). 按照Row[10]中的1分隔：
Row[10]:

1 0 0 0 0 0 0   1 0 0 0   1   1   1   1   1

T-string :
0 1 0 1 1 0 0   0 1 0 0   0   1   1   0   0
每一段都是从Row[i-1]的一个1的位开始往右延伸，直到下一个位置是1或者串结束。如果Row[i-1]的最左边的位置上是0，那么最左边的一段从B[i]-string的最左边的1的位置开始延伸直到下一个1。Row[i]的构成方式很简单：就是对于每一段，都是选择Row[i-1]或者B[i]-string最右边的1所在位置为1，其他的为0。如果这一段Row[i-1]和B[i]-string都是0，那么Row[i]这一段也为0。
‘T’-string Or Row[10]:

 

1 1 0 1 1*0 0    1 1*0 0   1*  1* 1*  1*  1*

Row[11]:
0 0 0 0 1 0 0    0 1 0 0   1   1   1   1   1
*表示了进行或操作之后每一段最右边的1

附带一提，你可以假定在每个串的最左边（位置|A|+1）存在一个1，这样可以方便处理最左边一段全为0的情况。不过对于本算法并没有这个必要。
在Row[i-1]中的一个1的位置，代表了A中的一个最短前缀与B[1..i-1]的LCS达到了该长度。引进B[i]，最好的方法当然是在前面的最短基础上加入一个最短的与B[i]的匹配，也就是从那个1所在的位置往左找，找到的第一个能与B[i]匹配的(如果找得到的话)。
设 X = Row[i-1] Or B[i]-string


对于当前的例子，X = Row[10] Or ‘T’-string

    X:  1 1 0 1 1 0 0    1 1 0 0   1   1   1   1   1
把Row[i-1]往左移1位，并且设最低位为1，用X去减这个串：

X:         1 1 0 1 1 0 0    1 1 0 0   1   1   1   1   1

         - 0 0 0 0 0 0 1    0 0 0 1   1   1   1   1   1

           -------------    -------   -   -   -   -   -

           1 1 0 1 0 1 1    1 0 1 1   0   0   0   0   0
这个操作所表达的意思为对于每一段，把最右边的一个1变成0，把这个1右边的所有0变成1，设最低位为1的目的是为了可以同样处理最后一段。
再跟X 进行Xor(异或)操作，得到：

0 0 0 0 1 1 1    0 1 1 1   1   1   1   1   1

这步操作之后的结果就是，对于每一段，从最右边的1开始到段尾变成1，其他变成0。因为Xor为1当且仅当两个位上的数不同，而上一次操作我们修改过的位是从最右边的1直到段尾。

接下来就很显然了，只要再将上面的结果与X进行And操作即可。得到：

0 0 0 0 1 0 0    0 1 0 0   1   1   1   1   1

这样就得到了Row[i] , 即当前例子中的Row[11]。


综上，Row[i] = X And ( (X – ((Row[i-1] << 1) + 1)) Xor X)



其中X = Row[i-1] Or B[i]-string

Or , And , Xor 为基本的位操作

<< 表示将位串往左移动若干位

算法到此结束。计算出Row[|B|]之后，数一下其中有多少个1的位，便是答案了。
[参考实验结果]

以下是在Pentium3.0GHz , 512RAM下，对于纯随机数据的一些测试结果：
	|A|*|B|
	常规动态规划程序运行时间
	使用位操作的动态规划程序运行时间

	2000*2000
	0.030s
	0.000s

	5000*5000
	0.156s
	0.015s

	8000*8000
	0.375s
	0.031s

	12000*12000
	0.843s
	0.078s

	20000*20000
	2.296s
	0.234s

	40000*40000
	9.387s
	0.937s


由于实现的问题，效果并没有想象中那么好。但是跟常规的动态规划还是优了一个数量级。由此可见，这个优化还是相当有意义的。
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